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제6장 통계역학의 기본적인 방법과 결과
§목표

1. 물리적으로 흥미로운 다양한 상황에 대한 일반적인 통계적 기술 방법
2. 계의 미시적 성질로부터 거시적 양(엔트로피, 비열 등)을 계산하는 실질적 방법을 기술

물리적으로 흥미 있는 상황의 앙상블로 표현

6.1 고립계
조건(condition) : 고려대상 계의 물리적 상황에 대한 정보 (예) 고립계

 고립계 :      ′
  : 입자 수
   부피. 단 하나의 외부 변수
∼   : 내부 에너지

 통계역학의 기본 가설
:        을 만족하는 모든 미시상태 은 동일한 확률로 분포

   i f      
 otherwise                  (6.1.1)

   : 정규화 조건
 microcanonical ensemble

ⅰ 식(6.1.1)에 의해 확률이 결정되는 ensemble
ⅱ 평형상태에 있는 고립계는 식(6.1.1)의 확률을 만족하는 계들 즉, microcanonical 

ensemble로 구성된다.
6.2 열 저장체와 상호작용하는 계

     ′ : 고립계
  : small system. be in the ‘one’ definite state (특정 하나의 상태 )
 ′ : reservoir(열 저장체)
  ≪ ′

※질문 : 평형일 때, ‘특정’ 미시 상태  에 가 있을 확률 은 얼마인가?
 ∼  

     ′
 가 특정 상태일 때  의 가능 상태는  ′가  ′    의 에너지를 가질 때의 

가능상태이다.
   ′′     ′  에 무관한 상수



   : 확률의 규격화

 ≪ 
 이므로  ′≃   ≃ 

ln ′     ln ′   ′
 ln ′ 





 ⋯





 ′
 ln ′ 





≡    ′의 온도  

일정 
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  ≪  ′이므로  ′가 소량의 에너지를 에 주어도 온도는 변하지 않는다.
∣∣≪  이면 의 1차 항까지 근사 가능

ln ′     ln ′      혹은

 ′      ′  
Since  ′   constant

  
                        (6.2.7)




  



  이므로

 



   : normalization condition

 
  : Boltzmann factor

 식(6.2.7)을 canonical distribution
 canonical ensemble : 확률분포가 식(6.2.7)로 주어지는 계의 ensemble

 




 


 

                     (6.2.8)

 식(6.2.7)과 ∝  의 증가함수 는 서로 모순되지 않는가?
ⅰ 식(6.2.7)은  ′ ′으로부터 얻은 결과
ⅱ 이 크지면  ′는 작아지므로  ′ ′는 감소
   → 모순 없음
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 의 에너지가        일 때의 확률
 



 ≠ 임에 유의 왜?)

∣∣≪  이면  ≃

   ≃  인 미시상태의 수
 ≃  인 미시상태는 동일한 가중치(확율분포)를 가지므로

                  (6.2.9)
   에 대해서 빠르게 증가
    에 대해서 빠르게 감소

 식(6.2.9)는 극대 값을 갖는다.
 가 클수록 의 극대 값은 더욱 예리하게(shaper) 된다.

 평균값
 확률분포 (6.2.7)로부터 다양한 평균값이 구해진다.






 





 

    상태에서 변수 의 값
6.3 정준분포의 간단한 응용
 Paramagnetism(상자성)

 : 단위부피당의 자기 원자의 수
   : 외부 자기장
  : 원자의 자기모멘트

§ 양자역학 : 전자의 스핀은 외부 자기장과 동일 혹은 반대방향으로 정렬.
 원자의 평균 자기모멘트 

작은 계(small system), 를 단 하나의 원자(a single atom)로 가정한다.
자기 상호작용 에너지   ⋅




    스핀 각운동량 
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  Lande g-factor (        )
 : 입자의 전하
 : 입자의 질량

(+)상태 : 와 가 같은 방향
   →   

   

(-)상태 : 와 가 반대 방향
   →   

    

평균 자기모멘트

 

   
 
   
   

   tanh


 ※자화율
      : magnetization, 단위부피당의 마크네틱 모멘트

   
  라 하면   tanh

tanh≡
 
   

for  ≪ ,   ≃      ≃     →  tanh  
≃  

  

 




 : 물질의 자기 투자율(magnetic susceptibility), Curie’s law

for  ≫  이면 sinh≃ cosh tanh≃ 
 → 

 포화자화 : 최대 자화, 모든 magnetic moment가 한 방향으로 배열한다.

 이상기체 분자 :   단원자 이상기체
매우 희박하여 분자 간 상호작용은 매우 약하여 고려하지 않음
 특정 한 분자에 대해서 고려한다.
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 ′ 열원 나머지 분자들 온도 

  

  





한 분자의 위치 : ∼    운동량 ∼  
이때 phase space에서의 체적은

 

이 특정 cell에서 입자를 발견할 확률은

 ∝ 
    

운동량 ∼    일 확률은


 
  ∝  

 

속도 에 대한 표현
 

 이므로   

분자가 ∼   에서 발견할 확률  ′
 ′                   (6.3.13)
 Maxwell distribution of molecular velocities

※※※※  
 



 
  : 속력분포함수※※※

 중력장내의 이상기체
 방향의 균일 중력장이 작용하는 이상기체

 
 


 ∝




  

   

∝   
  

∼  의 운동량을 갖는 분자의 확률


 
 

    
 

운동량의 분포는 중력이 없는 경우와 동일하다.
  입자의 위치가 ∼  일 확률

 
 


  ∝  

     ′ 
      
 대기의 법칙; 지표면 근처에서 온도가 일정한 대기의 밀도의 변화. 실제 온도

는 일정하지 않다.
 분자를 발견한 확률은 높이에 따라 지수 함수적으로 감소
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6.4 평균에너지 값이 주어진 계
입자 수  부피 인 계의 정보가 평균에너지 만 주어진 계

  계 가 상태 에  있을 때의 에너지
  계의 ensemble의 수   상태에 있는 계의 수

 평균에너지
 






→ 


  


   : 한 계가 상태 에 있으면 나머지   개의 계가 갖는 에너지
→   개의 계가 있을 수 있는 상태수   

≫   이면

ln  ≃ ln   ′
 ln





→ ∝
 ∝ 

                    (6.4.2)

    ′
 ln



        ***






 





 

      : 평균에너지              (6.4.3)

 정준분포 식(6.4.2)는 열원과 ‘열 접촉하고 있는 계’의 경우와 ‘평균에너지가 고정’된 
계의 경우 모두 성립하지만....

 열원과 접촉하고 있는 경우   ln ′  로서  열원의 온도 변수를 나타내
지만

 평균에너지가 고정된 계의 경우의    ln ′는 계의 평균에너지가 식(6.4.3)으
로 성립하기위해, 식(6.4.3)으로부터 ‘구해져야할 변수’이다.

 즉 ***은 온도 변수와 관계가 없다.
6.5 Canonical ensemble에서 평균값 계산
가 열원과 접촉하고 있거나, 계의 평균에너지가 알려진 경우 ensemble의 통계적 분포는
→ canonical distribution

  
  




 


 

평균에너지는 

 




 





 

                    (6.5.2)

식(6.5.2)의 분자는
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   : partition function(분배함수)      (6.5.3)

따라서 평균에너지는
 






 ln                            (6.5.4)

≡ 

 


   

은          (6.5.5)

 




 





 



그런데 



 

  

 

   
 



 
 

따라서 
  




 

  
 


  

 
 





 



따라서 (6.5.5)는
 




 ln                  (6.5.8)

   이므로  ≤  or ≥ 
유일한 외부변수 에 대해 준정적 변화

 →  

  의 변화에 따른 의 변화량
 




 đ




 ≡







로부터

đ




 





 




               (6.5.9)

 

 




 

  


      (6.5.10)

(6.5.9)는

đ



  




 ln
  

 



 ln                        (6.5.11)
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[보기]    이면  
 


 ln                       (6.5.12)

 비교

≡
 ln  



 ln와 유사한 결과

그런데 무었이 다른가?
  ∼ 의 상태수. 실제 계산이 쉽지 않음
 




  : 에너지 값에 제한 없이 알려진 모든 에 대해 합산.

 만 알려지면 계산 방법과 과정은 매우 구체적이고 명쾌함

6.6 열역학과의 관계
 모든 중요한 물리량들이 (ln )의 항으로 완전히 기술된다.

⇒ 와 đ가 ln로 기술됨 →  와 đ가 곧 바로 연결됨
    이면   

 ln  
 ln 

 ln 
※변화가 아주 천천히 진행되어 매 순간 평형상태에 있으며 따라서 매 순간 계를 정준분
포로 나타낼 수 있으면


 ln   

 ln    이므로

 ln       đ  
 đ  
 

đ  

 
 đ  

 

   

→ ≡ln                (6.6.5)
   ln   와    ln 의 동등성

 single state 은 많은 상태들이 같은 에너지를 갖는다면

 



  


 

 가 증가함에 따라   는 매우 빠르게 증가  는  매우 빠르게 감소
→     ≃ 에서 예리한 최댓값을 가지므로

≃  
 

            (  에 포함된 간격 인 에너지의 상태수 )

    근방의 선폭
ln  ln  ln

 
≃ ln  

→ ln ≃ ln  
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    이므로
   ln   or
≡    ln   : Helmholtz free energy

  →  →∞의 극한
 →  

 

   바닥상태의 에너지   바닥에너지의 상태수
  ln     ln        ln
 열역학 제3법칙

 두 계로 이루어진 복합계
     ′  : 고립계

두 계가 약하게 상호작용하면 상호작용에너지는 거의 무시가능
   상태 의 에너지
′   ′상태 ′의 에너지
→ 

   ′
 의 분배함수는

  



 







    ′ 

  
  

 ′  ′
 동일한 임에 주의
ln    ln   ln  ′

또한     ′ 이므로
   ln    
 ln  ln ′  ′

     ′ : 엔트로피는 크기 변수
 와  ′의  온도가 다를 때

 




 


 

  




  ′′


  ′′

두 계가 열 접촉을 하고 있으나 약한 상호작용을 하고 있어서 각각의 확률은 독립이라면

   




 


 






  ′′


  ′′

               (6.6.17)

   ′ 이면  




    ′ 


    ′ 

               (6.6.18)

 정준분포.  ′가 평형상태를 나타냄
 ≠ ′ 이면 (6.6.18)은 정준분포가 아니므로 평형상태가 아님 → 계는 전이관정을 거

쳐 식(6.6.18)로 표시되는 평형상태에 이름
 Partition function의 유용한 점
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   모든 과 에 대한 합
  ∼   에 대한 합

→ 를 이용하면 엔트로피를 비롯한 각종 물리량의 계산방법이 분명하여 실제 계산이 간
단함

 을 이용한 엔트로피의 계산

 

 

→   
 ln  

  ln     ln  


  

  ln 


ln     ln 


ln  ln 
 



ln
∵ 



  

※Review points
 Micro canonical ensemble : Isolated system
 canonical ensemble : Energy exchange with heat reservoir, external parameters 

can change
 에너지 을 가질 확률

∝
   



  

→  




 


 

 평균값







 

 Partition function
≡




 






 





 

 
 ln    and     




 ln

 Work

đ




 





 



 



 ln
   

≡ 


 ln    : generalized force

 


 ln
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6.7 근사적 방법에서의 앙상블
 Microcanonical ensemble

Isolated system(   ∼   ), 평형상태에서 주어진 에너지 영역의 모든 
microcanonical ensemble은 같은 확률을 갖는다.

물리량의 평균값







                          (6.7.1)

   계의 에너지가  일때 단일상태의 물리량 가 갖는 값
단                  (6.7.2)

구속조건 (6.7.2)는 의 계산을 매우 어렵게 한다.
※보다 쉬운 접근 방법

⇒ 어떤 거시적 계 가 열저장체와 열 접촉하여 → 평균 에너지 가 주어진 에너지 조
건 가 되도록 조건을 완화한다.

⇒ 정준분포(canonical distribution)을 적용할 수 있어서 에너지가  ∼    사이
에서 가질 확률은 
  ∝  

                  (6.7.3)
⇒ 이 확률은  에서 매우 예리한 극대 값을 갖는다.
⇒  의 선폭 은

   order of  
    그리고      이므로 (6.7.2)의 영역 밖의 의 정준분포는 무시할 수 있는 확

률이다.
⇒ 따라서 정준분포를 사용하여 평균값을 계산하여도 그 오차는 무시할 수 있을 정도이

다.






 





 

                  (6.7.4) 

 구속조건을 신경 쓸 필요 없이 모든 상태에 대해 summation하여도 된다.
 (6.7.1)의 계산적 어려움을 극복한다.
 요지 : canonical ensemble 은 microcanonical ensemble의 근사로 충분하다.

6.9 Grand canonical and other ensemble
열저장체와 열 접촉하고 있는 계 : 에너지뿐만 아니라 입자들도 교환

 ′ ′ ′  저장체     물리계
 ′     constant
 ′     constant  ′≫ 
  ∝ ′       
    은 단일 상태임을 유의!
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ln ′         ln ′    ′
 ln 





 




 ′
 ln 







두 개의 상수

≡




 ′
 ln 





and  ≡




 ′
 ln 





Then
 ′          ′       
 ∝ 

      :  Grand canonical distribution






   





   

  : 평균에너지






   





   

  : 평균 입자수


